
2026年度 東京大学 理系数学 (150分 )

□ (1)関数 ∫(′ )=sin′ ―′+下 の区間 -1≦ ′≦1における最大値 Mおよび最小値 mを求めよ。

(2)(1)で 求めた Mに対し、次の不等式を示せ。 手 π≦「
2 π
 sin(cosχ_χ)dχ≦〔 π+4M

O   J0            0

□ ηを正の整数とする。座標平面上の 3η 個の点がなす集合

{(",ソ)|■ ,ν は 1≦
"≦
3,1≦ ν≦πを満たす整数 }

から相異なる3点を選ぶ。ただし、どの3点も等確率で選ばれるものとする。

選んだ3点が三角形の3頂点となる確率を pη とする。

(1)p5を求めよ。

(2)π を2以上の整数とする。p2″ を求めよ。

□ 座標空間内の原点を中心とする半径5の球面をSとする。S上の相異なる3点 P,Q,Rが 次の条件を
満たすように動く。

条件 :P,Qは
“
υ平面上にあり、三角形 PQRの 重心は G(2,0,1)である。

以下の問いに答えよ。

(1)線分 PQの 中点 Mの軌跡をχν平面上に図示せよ。
(2)線分 PQが通過する範囲をχν平面上に図示せよ。

□ たを実数とし、座標平面上の曲線 Cを υ=r3_たχで定める。C_Lの 2点 P,Qに対する以下の条件
(*)を考える。

条件 (*)原 点0,点 P,点 Qは相異なり、Cの 0,P,Qに おける接線のうち、どの2本も交わり、
そのなす角はすべて÷となる。

ただし、2直線のなす角は 0以上
十
以下の範囲で考えるものとする。

(1)条件 (*)を満たす P,Qが存在するような たの範囲を求めよ。
(2)た が(1)で定まる範囲にあるとする。P,Qが条件 (*)を満たすように動くとき、Cの 0,P,Qにおける
接線によって囲まれる三角形の面積 Sの最大値を M,最小値を mとおく。ただし、3本の接線が1点で
交わるときは S=0とする。M=4mとなるたの値を求めよ。

□ 複素数平面上の原点を中心とする半径1の 円を Cとする。複素数 αとC上の点 P(2)に対し、
″=(2_α )3と ぉく。Pが C上を動くときの点 Q(")の軌跡を Dとする。
(1)α =-3とし、

"の
偏角を ′とおく。Pが C上を動くとき、sin′ がとりうる値の範囲を求めよ。

(2)α が次の条件を満たすように動く。

条件 :Dは実軸の正の部分および負の部分の両方と共有点を持つ。
複素数平面上の点 R(α )が動きうる範囲の面積を求めよ。

固 ηを正の整数とする。ηの正の約数のうち、3で割って1余るものの個数を√(η),3で割つて2余る

ものの個数をg続 )とする。
(1)∫ (2800),9(2800)を 求めよ。

(2)ノ (η)≧ σ(η )を示せ。

(3)θ (ガ=15であるとき、ノ(η)がとりうる値を求めよ。
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担」(1)∫ (′ )=sin′ ―′+―■―より
42    ‐

ガ(′ )=COS′ -1+サ ,ノ″(′ )=― Sin′ +′ ,

ノ
(3)(′ )=_cos■ 1.ょって∫

(3)(′
)≧ 0(等号成立は

′=2たπ (た ;整数)の とき)で ノ
″
(′ )は単調増加。

さらにノ
″
(0)=0より ′く0のときノ

″
(′ )〈 0で √'(′ )

は減少し、′〉0のときノ
″
(′ )〉 0で ノ'(′ )は増加

する。つまリノ(′ )は単調増加

するので -1≦ ′≦1における

最大イ直は M=′ (1)=sin l―一 ,

最小値は mず (-1)=;― sin l.

(2)I∫
:π
 sin(cOs¨ )dχ

′ 0

'(′
) +

ノ(′ ) ′ ′

∫ :π
〔Sin(COS・ )COSχ―COS(COSχ )Sinttχ

∫ :π
 Sin(COS")COS娩 ―

∫ :π
COS(COSχ )Sin"・ ・①

J∫
:工
sin(cosr)costt K∫

:π
 cOs(cOsT)sin山

とおく。Kにおいて
`=cOsχ
とおくと   ■ 0→ 2π

″=― sinχαχ..・ .K=「 lcosi(―政)=o…②ι l→ 1
またJ=」

1・

“sin(cos“)cosαχ
+∫
z2sin(cosχ

)cos山 +∫
:[/2Sin(COSχ

)COS競③

であり、(1)の 結 果

0≦ ′≦1のとき 0≦ sin′―′+…■―≦M

⇔′――手≦sin′≦′―手+通
′3

-1≦ ′≦0のとき一M≦ sin′―′+―■―≦0

←)′―…得―M≦ sin′≦:′――争
~

を ′=cosχ に対し適用すると

0≦
"≦ {計
,■
f―
≦
"≦
2冗 のとき

cosχ-1蛍i■≦sin(cosχ )≦ cosχ―重2ゴ■+M
0                        0
_   00S・ 2)

.・ .cos2χ ___r__<Sin(COS■ )COSχ

≦cos2"__+Mcos"・ ④̈

二声≦χ≦
ニ
タ
ーのとき
3_

~    
。nS~■, 

、′
しυ
__二■__lvl

C° Sχ~~~肩

 へ.4TClS^r
・・C° S毎~~6

S sin(cosr) S "o"r-$
( sin(cosr)cosr

^ cos4ff( coszr-----Mcosr ...@

③,④ ,⑤より

「2π
(cos2χ
_重寧 )αχ≦J≦ 12π (cos2χ ~里:L)dr

JO                J0
+M(「π/2cosχαχ_「 3π /2c os“αχ+「 2π COSrαχ)・・⑥
JO           J π/2         J3π /2

cos4;s l+cos2r (1+cos2r)2
ここで co

6 2 24

11+10cos2r-cos22T 11+1Ocos2r 1+cos4e

24
27+20cos2x-cos4t

24 48

r2

・
J0

/Q

'       COS tr、 __
(cos2χ
___百__ノαエ

=[
7r 5sin2r sin4r 7

12π ==_ヶ _.`ハ」0 8′ し Ψ16    24    192

「π/2costtF「 3π /2costtχ+「 2π COS測
"ブ0        りπ/2       ブ3π /2

=[sinχ ]♂
/2+[sinχ

]ξ/夕 2+[Sinχ ]`[/2

=(1-0)+(1-(-1)}+(0-(-1)}=4・・・③

⑥,⑦ ,③よりIπ≦J≦手π+4M…⑨
8         8

①,② ,⑨より手π≦I≦〔π+4M.
ざ        0

回 (1),(2)共に余事象を考える。

(1)3× 5=15個 の点から3つを選ぶ方法は 15C3
=455通り。それらが一直線上に並ぶのは3点が
(i)直線 χ=た (た=1,2,3)上にある5C3X3=30通り。
(五)直線 ν=′ (′=1,¨ ,5)上 にある 3C3X5=5通 り。
(菰)傾きが1の直線上にある 1{(1,1),(2,2),(3,3)},

((1,2),(2,3),(3,4)},{(1,3),(2,4),(3,5))の 3通り,

傾きが2の直線上にある :{(1,1),(2,3),(3,5)},

傾きが -1,-2の直線上にある3点もそれぞれ
3通り,1通 りずつあるので、計8通り。

lp5‐ 1
30+5+8  412

455   455
(2)3η =6π 個の点から3つを選ぶ方法は

6″ C3=犠(6π -1)(6π -2)通 り。
それらが一直線上に並ぶのは3点が

(ア )直線 κ=た (た=1,2,3)上にある

2π C3× 3=ηズ2π-1)(2π -2)通 り。

(イ )直線 υ=′ (′=1,… ,2π)上 にある

3C3× 2%海 =2名湾撻邑り。

(ウ )傾き t(t=1,一 ,雛-1)の直線上にある

{(1,1),(2,ι +1),(3,2オ +1)},… ,

{(1,2観 -2す),(2,2椛―ι),(3,22))の (2椛 -2ι )通り。

傾き―
`の
直線上にある場合も同様であるから

計 Σ 2・ (2観 -2す)=4Σ s=22(π-1)通 り。
す=:                s=1

2(2z-1)(2π -2)+22+22(π -1)
・
・
・p2η=1

π(6π -1)(6観 -2)

π (16π -7)

-2-

(6π -lX3π -1)



□  (1)P("P,υ P,0),Q("Q,ν Q,0),R(χ R'υ R'2R)

とおくと、△PQRの 重 心 は
χP+χ Q+χR νP+ンQ+υR χR

G(一
一

「

一 ― ,一 一

丁

一 ― ,■
―

)で 、
こ れ が

(2,0,1)と一致することから

χP+″ Q+χ R‐ 6・
…① ,υP+υ Q+νR=0・

~②
'2R=3・
…③

χP+χQ νP+υ Q
M(ふν)とおくと(χ〃)=(~~,~~,~竃

「

~)

←)(χP+χ Q,υP+υQ)=(2χ ,2び )

・
・
・(1)←〉χR=6-2χ

・・・① ',② ⇔ νR=~2ν・…②
'

ここでR∈ Sより端+醸+4=25で、③と合わせると

ぶ+ぶ=16…④
①',② 'を④に代入すると

(6-2χ )2+(_2ν)2_16

⇔ (χ -3)2+ν 2=4… ⑤
ここで P,Qは S∩ ("ν平面 ),
つまり円C:ノ +υ2=25上 の
相異なる2点であるから中点

Mは Cの 内部にある。
よって⑤のうち、C上の点
(5,0)は Mの軌跡に含まれない。
逆に⑤上の (5,0)以外の任意の点 Aに対し、Aを
通りOAに垂直な直線は Cと 2点で交わり、それら
を P,QとするとPQの中点は Aで①～③により
Rも 1通 りに定まる。

以上よりMの軌跡は円⑤から
(5,0)を 除いたもので、右図。

(2)(1)よ りM(3■ 2cos′ ,2sin′ )

ν

υ

5

(0く ′く2π )と表され、このとき線分 PQは直線
(3+2cos′ ,2sin′ )・ (χ-3-2cos′ ,υ-2sin′ )=0
⇔ (3+2cos′ )χ+(2sin′ )ν―(13+12cos′ )=0・…③
の、円 Cおよびその内部 D:χ2+び2≦ 25に含まれ
る部分である。D内 の点 (筋υ)に対し
⑥ ⇔ 2υsin′ +2(χ -6)cos′ =13-3χ

⇔ ν
2+(χ_6)2 sin(′ +α )=13-3χ

(α は右図の角)が 0く ′〈2π に解を

もつための条件を考える。

(1)ν=0のとき⑥ ⇔
13+12cos′ 5

3+2cos′ 3+2cos′ '
-1≦ cos′ 〈1,のとり得る(直の範囲は 1≦

“
〈5

(五 )ν≠0のとき⑥が解をもつための条件は
113-3γ l

一======≦ 1⇔ 113-3」 ≦
2イン
2+(r_6)2

ν
2+(χ_6)2

←)(13-3χ)2:≦ 4{ν 2+(χ_6)2)

′、 (χ
-3)2 
ン
2 
′_

ぐ⇒

―

―
―
■、【

4   5 ~~
以上より、線分 PQの通過
する範囲は右の斜線部。

境界は (5,0)のみ除く。

び
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回 (1)(.3_た.)'=3χ2_た よりχ=ι (定数)における

Cの接線は傾き 3`2_た をもち ン軸に平行でない。
特に Oにおける接線 ′の傾きは ―たで、′とχ軸の
正の向きのなす角を′とするとtan′ =―た.

P,Qの χ座標をそれぞれ p,9とすると、これらの点
での Cの接線の傾きは

tan夕 +tan丁
3p2_た =tan(′ +T …① ,

o_2_レ=tan(′ ――

=―

oq  ′し        じ

上―tan夕 tan―・
5-

tanグ ~tan丁

…②

―た+へ/3

+tan′ tan~5~

語 kた2+1)
1

3'

3た

② ⇔ 3
-k-^lT ,r-, grz+1)

1-.層た 3た-1

を満たす 0以外の実数が存在するための条件は
た
=

1¬薦L〉 0かつ√弱ヶl〉 0,つまりた〉廿 ③
(2)③の下で p2〈 92.p〉 0,9〉 0の場合、下図を
4尋る。C自 身 ,Pと P',Qと Q',ブとノ,総 と総'は 0に

関して対称であ

P'( p,kp

① ⇔ 3p2

Q'( q,/cq qir)

*JTrc 1

D

Q(q,q3 -kq)

′

M=△ AB'D',観 =△ ABDで 、いず れ も正 三 角 形
なので M=4m⇔ AB'=2AB…④
Aは ′:υ =―たχとη :υ=(392_た)("_9)+98_た 。

9月

の交点なので
"座
標は t卜 同様

に B,B'の

χ座標はそれぞれヱ2,一ピ:生 であるから、
3     3

④⇔単一(―年)=2(単一年)⇔ α=3η
6      6      6    6      ‐  ~

c3092=9p2⇔
^1i-1,r2+t) r,|V1pz+t)

3(,f3 ft-1) 1 3た
_月
=⇔9″丁た-1)1+鳥⇔た二琴多く③を満たす)

′



□ (1)α =-3で 2が C上を動くときυ=2-α =2+3
は3を中心とする半径 1の 円周

上を動く。右図より、sin β=二

により鋭角を定めると  
。 χ
O

_β ≦argυ ≦ι ω=υ3と ド.モアブルの定理より
-3β ≦ ′=arg2υ ≦3β .

sin βく

==sin÷

よりβく
争
で 3β も鋭角である

から、一sin3 β≦sin′ ≦sin3 β

(→ 4sin3 β_3sin β≦sin′ ≦3sin β-4sin3 β

⇔―俳≦Sin′≦#・
(2)園 =1,υ =2-α より lυ +冽=1で、υは ―αを
中心とする半径 1の 円C'上を動く。

"=υ

3の軌跡 D
が実軸の正の部分,負 の部分と共有点をもつような
―αの存在範囲を求める。

|― αlく 1のとき 0は C'の内部にあり、C'上に正 ,負の

実数が存在する。これらの3乗 はそれぞれ正 ,負 で

あるから、―αは条件を満たす。

以下、|― αl≧ 1の場合を考え、一αの偏角をγ,
―α=χ+η し″ は実数 )と おく。このとき

χ        び
C° Sγ =蔦
葡「'Snγ
=肩
可

r・

また I― αl〉 1の場合、鋭角 δを sin δ

*'*a'-l ～
層弓「

により定めると、cos∂

(i)χ =0,lυ l≧ 1のとき
″偏夏7

ν

υ=2の ときC'上の点の偏角はみ から

ニニニの間のすべての値をとり、このとき

ω
~が
正 ,負 となることが 1度ずつある。

び〉2の場合は条件を満たさず、1≦ y〈2 0
の場合は条件を満たす。

同様に ンく-2の場合は条件を満たさず、-2≦ ν≦―

の場合は条件を満たす。

(五 )χ〉0,ν≧0のとき
(ア )χ ≦1,ν≦1のとき
C'Lに偏角が 01卜 の点が存在し、

これらの3乗 は正 ,負となるので条件を満たす。

υ

(イ )χ〉1,ν〉1のとき
偏角のとりうる値の範囲を考えると

C'上の点で3乗して正数となるものは

存在しなしヽ。よって条件を満たさない。O
(ウ )χ〉1,び≦1のとき
C'上に正数が存在し、C'上の点の

偏角の最大値は γ+δ (鋭角),
最小値は γ―δ.求める条件は

γ+に 一 または γ―δ≦―‐三_ 03                     3

であるが、後者は前者の十分条件。

ν

χ

χ

1

ν

つまり、γ+δ≧÷⇔sin(γ +δ )≧
√
2

-4-

-2

χ

ンyχ 2軍ν2_1も 、√ ⌒
`曇

,          >_.…
`1)

′`
   χ2キν

2   = 2  し`'

⇔2νガT真フπ丁≧√歌χ2+ν2)_2χ…①'
(① 'の右辺)≦ 0となる ("一■=)2+γ

2≦÷ …②

の場合、①は確かに成り立ろ。

①'の右辺が正のとき①'⇔

4ν 2(χ 2+ン2_1)≧ 3(χ2+ン2)2_4′√3χ(χ2+び 2)+4χ2

⇔ (χ 2+ン2){び 2_(/3χ -2)2}≧ 0⇔ ν≧lν丁
"_21.

(工 )■ ≦1,び〉1のとき
C'上の点の偏角の最小値は γ―δ,

最大値は
%+メ。た
、
δく0〈 γ

~δ 〈~テ 奎 ノ π .

π ,,7
かつγ+∂≧二す=求める条件は γ―δ≦

び

○

3

であるが、前者は後者の必要条件。つまり、
^           ″

=
γ+δ≧年 ⇔sin(1/+δ )≦単
⇔(″ 2+υ2)し 2_ぼ3″-2)2)≦ 0ざン≦2-/3″ …③
(ア )～ (工 )より(li)の範囲で υ

条件を満たす ―αの集合は 2
右の斜線部(境界は虚軸上

の点のみ除く)。 その面積は

底辺√三高さ1の長方形の
面積√5に等しい。
(面)χ〉0,ソ≦0のとき
C'は (ii)で考えた円を実軸に関して  3
対称移動したものである。

υ=x+ty(x,yは実数)とおくとυ=x― tyで
υ3=(x3_3xノ )+t(3x2y y3)…④
(υ )3=(x3_3xy´2)_,(3x2y_】ァ3)

ょってυ3が正 (負 )の実数であることと、(υ )3が正 (負 )
の実数であることは同値。従って 一αの存在範囲は

(五 )の領域を実軸に関して対称移動したもの。

(市 )χく0,υ ≧0のとき
C'は (il)で考えた円を虚軸に関して対称移動したも
のである。υ=X+:yに対しυ'=―x+lyと おくと
(υ ')3=_(x3_3xy2)+,(3x2y_y3)...⑤

④ ,⑤よりυ3が正(負 )の実数であることと、(ゲ )3が負

(正)の実数であることは同値。よつて―αの存在範囲

は(五 )の領域を虚軸に関して対称移動したもの。

(v)χ〈0,ν≦0の とき―αの存在範囲は(市 )の領域を
実軸に関して対称移動したもの。  び
(i)～ (v)よ リーαの存在範囲は

右の斜線部 (境界を含む)で、

これは αの存在範囲

でもある。その面積は

4・√ =4√ .

(ii)

″

0



国 以下、3を法とする。

(1)2800=24× 52× 7の正の約数は 2α・5b・ 7C

(ただしα,b,cケま整数:で 0≦α≦4,0≦ b≦ 2,

0≦ c≦ 1)と表され′る。

。α=∫ 1(α =0,2,4)員 ゎ=千1(b=0,2)7C=1ι ~12(α
=1,3)'υ

~12(b=1)': ~・

に注意すると 2α・5°・7C=1となるのは
(2α ,5° )三 (1,1)ま たは (2,2)と なる場合で

f(2800)=3× 2× 2+2× 1× 2=16.¨        α  b  c α  ι  c

2・・5ひ・7C≡ 2となるのは

(2α ,5° )=(1,2)ま たは (2■ )と なる場合で

α (2800)=3× 1× 2■ 2× 2X2‐ 14~        
α  O  c c  ひ  c

(2)任意の自然数 ηは η=3κπ (た は0以 上の整数 ,

π は3で割り切れない自然数)と表され、2の任意
の正の約数は 3dπ'(dは 0以 上 た以下の整数 ,

2'は π の正の約数)と 1通りに表されるので、
∫ (η)√ (π),σ (η)=g(観 ).つまリノ (η ),σ (2)に 関

しては ηが3で割り切れない場合を考えればよい。
π

一般に、ηの任意の正の約数 η'に対し― も総
の正の約数であることに注意する。   

η

(1)η =2のときηは平方数でない。(∵ t=1,2の と

きι2=1)ょ ってη'と 二生は相異なる。
η

また一方は3で割ると1余 り、他方は2余る。

・・・ノ (総 )=ク (η ).

(H)η ≡1のとき

(1)3で割ると2余る素因数をηがもたないとき

πの全ての正の約数は3で割ると1余る。

・
・
・ノ (η )〉σ(η)=0.

(五)3で割ると2余る素因数 pを πがもつとき
π=pFs(′ は自然数,slま pで害llり切れない自然数 )
と表される。

(ii-1)′ が奇数のときpF=2なので s=2.
(1)よリノ(s)=σ (s)で 、ノ の正の約数のうち

′■ 1

3で割ると1余るのはpO,p2,… ,pF~1の ニザ
■個,

3で割ると2余るのは ,1,p3,… ,p′ の 一
個。

・∫(η)=丁ノ(S)+サg(S)ク (2)
(li-2)′ が偶数のとき総に関する帰納法で示す。

ρ
′≡1よりs≡ 1.帰納法の仮定によリノ(s)≧ σ(s).

また 0′ の正の約数のうち     ^^
3で割ると1余るのは ,0,p2,… ,p′ の

■
デ
ー個 ,

′

3で割ると2余るのは ,1,p3,… ,p″
-1の
T個 。

ノ(η)争 (s)÷ (s)
メか巧
~g(S)+プ

(S)・

・・√(η )―J(総 )∫ (s)―g(s)≧ 0⇔ ∫(総 )≧σ(2)

-5-

(3)g(η )=15の とき(H)①は起こらない。

(1)および(H)(五 -1)の ときノ(総)=15で例えばη=229
′     ′■,

(H)(五 -2)のときg(2)ぃ
ァ∫(s)+三百
二ク(s)=15…①

∫(π)争 (s)+卜)②
①およびノ(s)≧ g(s)≧ 0を満たす整数∫(s),

σ(s)と②から定まるノ(η)は次のいずれか。

(ア )″=2の とき

④ ⑤ ◎ ① ◎ ①

5

5

∫ 30 27 24 21 18 15

ノ(s),g(s)が共に奇数ならば

s=(3で割ると1余る数)2=(3で 割ると2余る数)2

となり矛盾を生じる。つまり⑮,③ ,(Dは起こらない。

◎のときsの正の約数は13個なので s=912(9は
3で割ると2余る素数)と表されることになるが、この

ときノ(s)=7,J(s)=6で あるから◎も起こらない。
同様に◎も起こらない。

①の場合としてη=22× 714がある。
(イ )′≧4の とき

③ ⑤ ① ① ① ①

′ 30

(s) 1

(s) 0

∫(η ) 20 15 20 18 15 16

③は◎と同様の理由で、①,①は⑤と同様の理由

で起こらない。①はη=26× 74,①はπ=210× 72,

①はη=230の例がある。

以上よリノ(η)のとりうる値は 15,16,18,20,30.

15 13 11

10 14



2025年度 東京大学 前期 理系数学 (150分 )

回 座標平面上の点 A(0,0),B(0,1),C(1,1),D(1,0)を考える。実数 0〈
=〈

1に対して、線分 AB,BC,CD
を 1:(l tlに 内分する点をそれぞれ Pt,Qt,Rす とし、線分 PιQデ Q=Rす をす:(1,)に内分する点を
それぞれ St,Tす とする。さらに、線分 StT′ を 1:(1ォ )に 内分する点を Uす とする。

また点 Aを UO,点 Dを Ulとする。
(1)点 Uす の座標を求めよ。

(2)=が 0≦ ι≦1の範囲を動くときに点 Uす が描く曲線と、線分 ADで囲まれた部分の面積を求めよ。
(3)aを 0くα〈1を満たす実数とする。1が 0≦

=≦
αの範囲を動くときに点 Uす が描く曲線の長さを、

αの多項式の形で求めよ。

□ (1)χ〉0のとき、不等式

(2)次の極限を求めよ。lim

電こ 冨写彗了、管 ヌL文彗電I卜

`lBC=竃

「
'AB=α,BC=り ,α≦bとする。次の条件を満たす長方形

条件 :点 A,B,C,Dは それぞれ辺 EF,FG,GH,HE上 にある。
ただし、辺はその両端の点も含むものとする。

(1)∠ BCG=′ とするとき、sを α,b,′ を用いて表せ。
(2)sのとりうる値の最大値をα,bを用いて表せ。

回 この問いでは、0以上の整数の2乗になる数を平方数と呼ぶ。αを正の整数とし、几 (■ )=χ
2+χ_α

とおく。

(1)η を正の整数とする。鳥 (η)が平方数ならば、総≦αであることを示せ。
(2)几 (総)が平方数となる工の整数 πの個数を、cとおく。次の条件 6),(五 )が同値であることを示せ。
(i)ヽFlである。
(ii)4α +1は素数である。

□ πを 2以上の整数とする。1からηまでの数字が書かれた札が各 1枚ずつ合計 π枚あり、横一列
におかれている。1以上 (π l)以 下の整数 うに対して、次の操作 (T,)を考える。
(Tl)左から,番 目の札の数字が、左から(,+1)番 目の札の数字よりも大きければ、これら2枚の札の
位置を入れかえる。そうでなければ、本Lの位置をかえない。

最初の状態において札の数字は左からAl,A2'… 'A″ であったとする。この状態から (π l)回 の操作
(Tl),(T2)'…・'(T2_1)を順に行つた後、続けて 続

-1)回 の操作 (Tπ l),… ,(′「2)'(Tl)を 順に行ったとこ
ろ、札の数字は左から 1,2,… ,η と小さい順に並んだ。以下の問いに答えよ。

(1)Alと A2のうち少なくとも一方は 2以下であることを示せ。
(2)最初の状態としてありうるオLの数字の並び方 Al,A2'…

'Aれ
の総数を Cπ とする。πが 4以上の

整数であるとき、C″ を Cη lと C.2を用いて表せ。

思』層を15騎ζ彗}t[辱 :iと二3重ξ]を『11跛除いた曲線をCとする。
(電

liβ

を曲線 C上の相異なる複素数とするとき、」二+」Lが とりうる範囲を複素数平面上に図示

(3)γ を (2)で 求めた範囲に属さない複素数とするとき、上 の実部がとりうる値の最大値と最小値を
γ

求 めよc

せ
。
　
　
畿

一

．
．
螂

ｌｏｇ

Ｆ
Ｊ
「
Ｊ
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2025奪ユ』煮
回 (1)まず Pす (0,う ,Q,(t,1),
R=(1,1-tlであり、次に

碑 αぅ碑 :記
=+tOQォ

=(6,す(1_D)+(:2,D=(ォう,2ォーt2), P=

司<1→司 +属
=(す(1-め ,1-す)+(=,t(1-→ )=(2ヶノ,1-`2),

こく卜D碍こ
=(す
2(1_t),(1-tl(2ォ ーす

2))+(t(2す―す
2),す
(1-t2))

=(3=22=3,3ヶ 3ι2)..・ .Uす (3t2_2す3,3行 3j2).

(2)鮭 ,υ)=(3ノー213,3● 3す2),0≦

`≦
1とおくと

子=6ヶ 6`46漁 D,

電子
=3-6=より右表

を得る
「

下のグラフ

よつて求める面積は

S=∫
:υ
 αχであり、

"=3t2_2ォ

3と ぉくと

露翼慾1糧
∴卜
AC3t 3め“
湖″
生_二+二11=■=18∫

:022ι
3+めαt=18[÷―子+=]:==・

∫7喘アく子ソαι
=∫

「
:冨蒸巧薫百弄Lι

=3∫
:卜
〆石吾正裏扇F軍百7憂

=石
戸高Ecz=

=3∫
:(2す

221+1)αす(∵ 2`22`+1=2(ォ号ブ2+=〉 0)
=[2`3_3す2+3』 :=2α

3_3α 2+3α
.

(3)求める曲線の長さは

匝](1)∫ (■)=10gχ―(F-1),"〉 0, とおくと、

ガ (D=÷ 1より右の増減表

を得る
`よ

つてノ(χ)≦ノ(1)=0,

つまりlogχ≦χ-1.

②中 ギ ー 。①劇
眈豊井堰半 十半 .

∴f≦∫i+αF=[台カーィ

)(■
)

東京大学 前期 理系数学 <解答 >

1+χ
1/π

l° g  2  ≧
21/Z-1

==(台。T-0・トナがん鵜 .

∴ηI≦台続ルピ写トナ弓予か①
また g(D=logt(t〉 0)とおくと

ク'0=÷ ,σ″0-十く0より
γ=σ ω のグラフは上に凸で、

(1,0)と (a,logα)(α〉1)を結ぶ

線盆9上方にあ,l、_ 、1。gα

:■ ifllillilililil嘱立ち
②です=1+χ

1/π

,α=1+21/2と ぉくと

範ギ がル.

2

-1

) αχ

=#喘 2i締〉
2

搾≒孝・台(キータЮ
2

エミゝ瓢 t鯛ご勇≒肛器
=子21.0=210g2峰刊→Og2

よつてπ→∞のとき(①の右辺)→ log2-す .

さらに η→OOのときυ:=21/2-1で 、

h範半 =血墜 =肺偶 響″→∞
21/″-l  υ→l υ

~

2             2

・チb鼻り.F2轟町.・・
よつてη→∞のとき(③の右辺)→ log2-7.

以上より、挟み撃ちの原理から
車
m πf→Og2=.

-2-



□ (1)ABCDは 平行四辺
形であるから

∠CDA=∠ ABC=‐ ,

Bヒ
亀ζ三二二≧」

D

翠通皇lAB=π ÷
=午・

DA=BC=b.

また ∠BCG=′ より∠CBG一二― ′.

∴ABF=π―÷ (÷ か÷+′・
∴FG=FB+BG=α co《′+÷>開n′…①
同村れこ∠DCH=π ―

午
―′=(トー′,

(

GH=CC+CH=ocos′ +α cos(÷ ′)…②
.・ .s FG・ GH
=伍 coく′+÷>bdn′ Iαcos嗜―pl・ bCos外
①,②

封αttn(÷ みb亜n′ IαCos(÷ か。COS′ }
=α h`味―′光い(÷―か〆dn ′oos′
+αbおh(÷ みos′ +COS(÷ ′湖n′ }
=手雨n(÷ 2 pl■手盤n2′ +αbJ 

πm丁
=手(手cOs2′ 卜n2か手dn2′ +手
2b2_α 2

=  4  S:       
α

in2′ +―
T石
…
2      αひ
―cos2′ +n

2・

②′は0と十の間を動き、まだDより
〃α
4_α 2b2+b4

辞    2   dne′
+α lL毛
:,

ただし α は右 図の角。 υ

0〈α≦bより2b2_α 2〉
l:Flま 欄

α2)
αは鋭角である。2′ 1

αと÷+αの間を動き、く計+α≧争が
成り立つための必要十分条件は

α≧÷⇔協nα幸⇔殺箆 上12=√
⇔ 3α 2≧ 2o2_α 2⇔ b≦√「α.
従つて α≦b≦√ αのとき sは ′=π

-2α
で

最大値        をとり、

b〉√ αのとき sは

をとる。

′=÷ で最大値
ψ

α
4_α 2。 2+b4+α

。
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□ (1)背理法で示す。

鳥 (π)=π
2+η _α が平方数ならば非負整数πで

η2+η _α =π 2.…① を満たすものが存在する。
π〉αと仮定すると、①の左辺はノ より大きくなる

のでπ≧π+1.よって①の右辺は (η +1)2以上で

あり、このとき (①の右辺)(①の左辺)
≧(η +1)2_(π 2+総 _α)=π +α+1〉 0,

となり矛盾を生じる。

(2)自 然数 ηと非負整数 π が

①⇔続+=)222=α+=
←)(2η +2π +1)(2π -2π +1)=4α +1・…① '

を満たすとき、4α+1は 5以上の奇数なので
2π+2π +1,2π -22+1は 2π+22+1≧ 2π -2π +1
を満たす正の奇数である。…②

(il)⇒ (1):4α+1が素数ならば、①'と②より

{:務
1:競 |:二:α

+1⇔η=π =α .∴札=1・
(i)→ (ii);対 偶を示す。4α■1が素数でなければ
3≦ p≦ 9を満たす奇数 p,9を用いて 4α+1=p9

と表される。4を法として p,9は 1または 3と合同
であり、右表から

い,9)=(1,1)または(3,3)c mod 4
が成り立つ。従つて

修算;競襲肇
⇔ 続″>〆1夢

ム
ギ
洵ま

①'を満たす自然数 ηと非負整数 π の組で、
(c,α)と異なるので、α≧2.

以上、(1)⇔ (11)が示された。

□ まず、札πは一度目の(Tπ l)後 、右端にあり、
札 1は三度目の(Tl)後、左端にある。
(1)背理法で示す。

lAl,A2)=(た
'′
}(た 〉″〉2)ならば一度 目の(Tl)後、

札の配置は幼A3…・A″ になり、札 ′,ま三度 目の

(T2)後まで動かず、三度 目の(Tl)で本Llと入れ
かわる。すなわち、終了時に、左から2番 目の札が
′(〉 2)となり、矛盾を生じる。

(2)(1)よ り

{Al,A2卜 (1'2}・① ,(1,た )・・② ,または {2,′ )・・③ ,

ただした,′ は 3以上の整数,が成り立つ。
①の場合 (Al,A2)=(1'2)ま たは (2,1)で、一度 目

の(Tl)後、札の配置は 12A3~・A2となる。
以後 1と 2の札は動かず、A3~・Aれ の部分が
2続 -3)回 の操作 (T3)'…

'(Tη l),(T″ 1),… ,(T3)

により 3¨・πに並びかえられる。

よつて配置 A3…・A″ は C″ 2通り考えられる。




